
確率・統計　宿題 2　解答例

1.　 {Xi} ∼ i.i.d.N(µ, σ2)より X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi ∼ N(µ, σ

2

n ).

Z =
X̄−µ√
σ2/n

=
√

n(X̄−µ)
σ
∼ N(0,1)であるから，Z2 =

n(X̄−µ)2

σ2 ∼ χ2(1)．

また，P(Z2 < a) = P(−√a < Z <
√

a)（a > 0）なので，自由度 1の χ2分布に
関する確率は，標準正規分布に対する確率から計算できる．

2.　 t =
√

n(X̄ − µ)/S = [
√

n(X̄−µ)
σ

]/
√

(n−1)S2

σ2 /(n− 1)．

（分子）：
√

n(X̄−µ)
σ
∼ N(0,1).（分母）： (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1)．
また，X̄と S2は互いに独立なので，分子，分母は独立である．したがって t分
布の定義より，t =

√
n(X̄ − µ)/Sは，自由度 n− 1の t分布に従う．

3.　 W =
∑n

i=1 Z2
i =

∑n
i=1 Wi．ただし Zi ∼ i.i.d.N(0,1)，Wi = Z2

i ∼ i.i.d.χ2(1)，ま
た，E(Wi) = 1，V(Wi) = 2．ここで，W̄ = 1

n

∑n
i=1 Wi，(i = 1, · · · ,n) とすると，

(W − n)/
√

2n =
√

n(W̄ − 1)/
√

2．したがって中心極限定理より，(W − n)/
√

2n =√
n(W̄− 1)/

√
2

d→ N(0,1)が成り立つ．

4. 　 (1) 真である．（∵ パラメータ p のベルヌーイ分布からのランダム標本
を {Xi}, i = 1, · · · ,n とすると，X/n = 1

n

∑n
i=1 Xi は平均 p，分散 p(1 − p) のベ

ルヌーイ分布からの標本平均である．よって大数の法則より plimn→∞X/n =

plimn→∞ 1
n

∑n
i=1 Xi = p．）or（∵ X ∼ B(n, p)であるから，E(X/n) = p，V(X/n) = p(1−

p)．このとき，∀ε > 0，P(| X/n− p |> ε) = P((X/n− p)2 > ε2) ≤ p(1− p)/nε2→ 0

asn→ ∞(不等号はチェビシェフの不等式より)．したがって，n→ ∞のとき，X/n

は pに確率収束する．）
(2)偽である．（∵ Xは標本平均ではないので，大数の法則は適用できず，確率収

束をいうことはできない．）or（∵中心極限定理より X
d→ N(np,np(1− p))である

から，任意の正数 εに対して P(| X − np |> ε) = P( |X−np|√
np(1−p)

> ε√
np(1−p)

) = P(| Z |>
ε√

np(1−p)
)

n→∞→ P(| Z |> 0) = 1．したがって，Xと npの差は n→ ∞のとき 0に確

率収束するとはいえない．）

5.　 E(Xi) = 1/λ，V(Xi) = 1/λ2 であるから，E(X̄) = 1/λ，V(X̄) = 1/nλ2．した
がって，X̄ ≈ N(1/λ,1/nλ2)．
このとき，P(X̄ > a) = P( X̄−1/λ√

1/nλ2
> a−1/λ√

1/nλ2
) = P(Z >

√
n(λa− 1))．
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6.　一様分布 U(−50,50)に従う確率変数 Xi (i.i.d., i = 1, · · · ,100)の和の絶対値が
200を超える確率を正規近似で求めればよい．

E(Xi) = 0，V(Xi) = 1002/12 = 2500/3 であるから，Y =
∑100

i=1 Xi について，
E(Y) = 0，V(Y) = 25× 104/3．したがって，Y ≈ N(0,25× 104/3)．

P(| Y |> 200) = P(| Y | /
√

25× 104/3 > 200/
√

25× 104/3) = P(| Z |> 0.69) =

2P(Z > 0.69) = 2× 0.2451= 0.4902．

7.　第 i 日の来客数 Xi は他の日と独立にパラメータ 10のポワソン分布に従うと
考えると，E(Xi) = V(Xi) = 10．したがって，30日間の来客数 Y =

∑30
i=1 Xi につい

て，E(Y) = 30× 10 = 300，V(Y) = 30× 10 = 300，Y ≈ N(300,300)．
これより，P(Y ≥ 400) = P((Y − 300)/

√
300 ≥ (400− 300)/

√
300) = P(Z ≥

10/
√

3) = P(Z ≥ 5.7735)= 0.00000であるから，この売り場に 30日間で 400人以
上の来客がある確率は，ほぼ 0である．

8.　 α̂について：期待値 E(α̂) = E(2X̄) = 21
n

∑n
i=1 E(Xi) = 2

n
nα
2 = α．したがって

α̂は不偏推定量である．また，分散 V(α̂) = V(2X̄) = 4V(X̄) = 4α2/12n = α2/3n．
α̃について：まず，X1, · · · ,Xnを小さいほうから順に並べたものを X(1), · · · ,X(n)と
表すと，̃α = n+1

n X(1)．X(1)の密度関数は f(1)(x) = nC1 f (x)[1−F(x)]n−1 = n(−1/α)[1−
(1 − x/α)]n−1 = −nxn−1/αn （ f (x) は Xi の密度関数で f (x) = −1/α，F(x) は分
布関数で F(x) =

∫ x

α
(−1/α)du = 1 − x/α．）であるから，E(α̃) = E(n+1

n X(1)) =∫ 0

α
n+1

n x(−xn−1/αn)dx = −n+1
αn

∫ 0

α
xndx = (−1/αn) × (−αn+1) = α．したがって，α̃

は不偏推定量である．また，分散 V(α̃) = V(n+1
n X(1)) =

(n+1)2

n2 V(X(1))．V(X(1)) =∫ 0

α
x2(−nxn−1/αn)dx− ( n

n+1α)2 = − n
αn

∫ 0

α
xn+1dx− ( n

n+1α)2 = n
n+2α

2− ( n
n+1α) = nα2/(n+

1)2(n + 2)．∴ V(α̃) =
(n+1)2

n2 V(X(1)) = α2/n(n + 2) ≤ α2/3n = V(α̂)．
推定量の優劣について：V(α̂) ≥ V(α̃)であるから，α̃の方が優れた不偏推定量で
ある．
一様分布U(0, β)からのランダム標本 Y1, · · · ,Ynについて：β = −α，Yi = −Xi と考

えればよい．すると，−X(1) = Y(n)，· · ·，−X(n) = Y(1)（ただし，Y( j)は Y1, · · · ,Ynの中
で j 番目に大きいものを表す．），f (X(1)) = f (Y(n))，· · ·，f (X(n)) = f (Y(1))．したがっ
て β = −αの 2つの不偏推定量は，先の議論を利用して β̂ = −α̂ = −2X̄ = 2Ȳおよび
β̃ = −α̃ = −n+1

n X(1) = n+1
n Y(n) = n+1

n max(Y1, · · · ,Yn)．分散はそれぞれ V(β̂) = β2/3n，
V(β̃) = β2/n(n + 2)なので，V(β̂) ≥ V(β̃)．したがって β̃ の方が優れた推定量で
ある．
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